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I. Enoncé du résultat 


1.Quelques pré-requis 


> Soit n e NX et P, le nième nombre premier. Par 
définition, P: = 2 


> Nous définissons l’ensemble ordonné (U,[]), infini, 
constitué de suites dont les termes sont à valeurs 
entières relatives. 
Soit n eN*, notons U, une partie de U avec U: [JU 
et Cl [] U.. 


Nous allons définir U, par récurrence sur n € N*: 


o Soit U. la première suite dont les termes sont 
à valeurs entières relatives. Soit i € Z, Uiile 
ième terme de U:, alors UÜ;; = i+2 


o Soit n > 1, soit i e Z, tel que U;; soit le ième 
terme de U:. 
" Uso = Pa 
" Uni _ min({ Uni, j € Z'} \ ({U, Kk <i-1} 
Ù Pu1*{ Un, j € Z})) 


> On admettra les propriétés suivantes v n € N* : 


O0 Lis _— 
[e) US — -1 
O Us: — = Unis 


o YseN*etvieZ, si P, | U,:alorss > (n-1) 


Recherches sur les nombres premiers par Timothée Raso Page 2 


> On rappelle que [](X) correspond au nombre de 
nombres premiers inférieurs ou égaux à X. 


> Soit m — {TT 224 Pa 
1=1 


> On appelle t e N* tel que U;:= m, et Us > m 


> Soitielo:tlet soit s € (0;:i-1), on défini les suite T: et 
T, à valeur dans N* telles que : 


P1I+Pn 
Ur: = [] < Ua ris1 et Us = 


Un, i 


Un, Ti 
Un,s 


UÜ, rs+1 


2.Présentation du résultat final 


En gardant les mêmes notations que vues 
précédemment pour t, Ti et T.: 


; t 
LT PH —"41)-X Un init 
=] 


1 


Nous allons maintenant démontrer ce résultat. 
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IT. Les propriétés des U, et leur 
démonstrations 


1.Propriété 1 
Soit i e N*et n € NX. Si P, < U,i < P alors, Uni = Pas 


Démonstration : 
Soit i e N* et n e N* tel que P, < U,i< P,° 


Nous allons commencer par une démonstration par 
l'absurde pour montrer que U;; est premier. 


Nous montrerons ensuite que Uni = Paxi 


Y Supposons donc que U,; = K*P, avec k et m deux 
entiers non nuls. 


On sait que + s e N* et vi e N*, si P, | U alors s > 
(n-1). 


On en déduit que k z P,et P,z P,. Donc k*P,, > P.,° 


Or k*P,, = U;, Donc U;,; = P,°. Or on supposait U;; 
< P,. 


Il y a donc contradiction. 


Donc si P, < U,i< P,°, alors U, est premier. 


Y Montrons maintenant la proposition (P) suivante : 
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Soit ie N*et n e N%, Si Pa < U,i< P,°, alors U, = 
Pa: 


Procédons par une démonstration par récurrence 
sur ie N*. 


Initialisation : 


Par définition si i = 0, U,o = Pn. Donc (P) est vrai 
au premier 


rang. 


Hérédité : 
Supposons maintenant (P) et montrons que (P) est 
vrai au rang i+1, soit : 

si P, < U,iu < P,, alors ÜU,iui = Pari 

Nous allons démontrer cela par l'absurde. 


Ainsi, U:i = P::: et selon la démonstration 
précédente, 


Si Ps < Unix < P,°, alors U:i+1 est premier. 


Supposons que 1 k e N* tel que k > n+i+1 et 
Ds — Px 

Or par définition de U,, 1j e N* tel que, U;; = 
Paxis1. 

Par ailleurs, P;ii < Puis < P,, et il n'existe aucun 
j tel que : 


U:: < Ü;: < UÜ is: 
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Il y a donc contradiction. Donc n+i+1 > k. 
Or Us: = Ps et UÜ +1 = P& et LU: < U +1. 


Donc P,.;< Pkavecn+i+1z=kek=n+i+1. 


Conclusion : 


On a donc démontré par l’absurde que pour i € 
Net n e N*, 


Si Ph < Uni < Pr”, alors U;i est premier et U;i = 
Pis. 
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2.Propriété 2 
Soit n e N*, soitjecetsoitieN, 
Si PU; < Uni < Pr Un, alors 3 k e N tel que : 
Ui = Ur et k = [i-(+2)]. 


Démonstration : 


Soit n e NX, on sait que # (i,s) € (N*)’, si Ps | Uni 
alors, S > n. 


Soit (1,s) € (N*):. 
Si PAU; < Uni < PAXU;;#1, alors 


Un, i 
Pn 


Us: < < UÜ: +1. 


Or il n’existe aucun k €e N tel que U,,< Usx < Un+1. 


a Un, i 
Donc il n’existe aucun k € N tel que — = Uk. 


Ainsi, Si P; | Uni, alors s > n. 
Or cela revient à la définition de U.::. 


Donc 3 k e N tel que U;i= Uk. 


Montrons maintenant par récurrence sur j € & que : 


k = [i-(j+2)1. 


Initialisation : 
Soit (n,i) € (N*)° 
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Sij =-2, U,;= -1 et Us = 1. 

Donc si P,XU,;< Usi< PAXU;,4, alors, 

1 ke N tel que U,i = Uunx et, - Pa < Uii < P;. 
Donc i = -1 ou i = -2 selon la définition de U;. 
Sii = -1, Uni 1 = Us = Unss,i-6+2) 

Sii= -2, Vis -1 = ÜUu1,2 = Üuui-ç+2 

Aïnsi, sij = -2, on a montré que k = [i-(j+2)] 


Donc la proposition est vraie au rang 1. 


Hérédité : 
Soit n e N* et (i,i’,k,k’) e N‘et soit 


(P,) : Si Pa Un; < Uni < PU, et si 1 k e N tel que : 
Uni = Un, alors, k = [i - Gj+2)], 


Montrons 


(P;41) : Si Pa*U 41 < Uhr < PAFU,42, et si 1 k’ e N tel 
que : Ur = U,::1, alors, K’ = [i’ - (j+3)] 


Soit i tel que P PAXU,,, < Us < P*U 41 et Unis = 
PU < UÜ, 22 


Nécessairement, Uiz2 < Pa*U;42 
Posons, 1 = 1 + 2. 


Or, Si PaX*Un +1 < Uni < PA*Uhj+2, on a montré que 1k'€ 
N tel que : Uni = Ur. 
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Ainsi, U: ; — Un i+2 = Unix. 


Or P, | Unix donc U;,i:1 n'appartient pas à U,s1. 


Aisni, Si U,i = Unix, alors Üuis2 = Üiyik+1 = Uri. 


Or k = f[i-(+2)]. 

Donc Unix = Un+1i-6+23+1 = Un+1i+2-5+3) 
Ori = i + 2. 

Donc k’ = [i” - (j+3)] 


Conclusion : 

On a donc montré par récurrence sur j € à que : 
yneN*,vjeietvienN, 

Si PU; < Uni < Pr Un+1, alors 3 k e N tel que : 
Ui = Unix et k = [i-(j+2)]. 
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3. Propriété 3 
y ne N*, x (Z,t) e N°, on note K(n) le produit { [LLPi-1] 
} et L(n) le produit { [12 }, alors : 


Ü,z#k(n-1) +t = ZXL(n-1) + U;+ 


Démonstration : 


Nous allons démontrer cette propriété par récurrence 
sur n € N*. 


Initialisation : 


Soit Z et t fixés. On postule que si t < 1, alors K(t) = 
L(t) = 0 


Ainsi, sin=1 alors Ü, z:xk(n-1) +t — Dax 


Donc la proposition est vraie au rang 1. 


Hérédite : 

Soit Z,Z' et t,t’ fixés. x n e N*, supposons (P.) : 
Ün,zxk(n-1 +t = Z*L(n-1) + U;+ 

Montrons alors (P,:1) : 


Ü41,z%Kkn +t = Z'*L(N) + UÜUruir 


Posons Z = Z'*(P, - 1). 
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Aïnsi, selon (P,), Ü, z*çpn-1#Kkm-10+t = Z'*(PA - 1)*L(n-1) + 
Üi: 


Donc Ü,, z*k(n +t = Z’*L(n) - Z'*L(n-1) + U;: 
Soit j € i 


Selon la propriété 2, Si P,XU,,; < Us, z4k(m +t < Pa*Unje1, 
alors 1 k e N tel que : Ü, z+km +t = Un+1x et K = [Z'*K(n) 
+t-(+2)]. 


Dans le cas contraire, Ü:, z*km ++ n'appartient pas à la 
suite Un+1. 


On en déduit que : 
U, Z'*K(n) +t — Z'*L(n) _ Z'*L(n-1) + Ut su Ün+1,z*km) += (#2) 
On souhaite montrer que Ü:+17*km ++ = Z'*L(n) + Ur 


Il suffit donc de montrer que Ü;t-(+2 = Uns - Z'XL(n- 
1). 


Or, par définition, ÜUui= - Unis 

Donc avec (P;), Üut-z*k(n1) = -Unz*k(n-1) - (t+3) 
S ÜUni-z#kmn) = -[ Z'XL(n-1) +Un-_ (t43] 

® Ünt-z*km1 = - Z'XL(n-1)- U:i] 

S Ünt-z*kn-1) = Unt - Z'’XL(n-1) 


Il faut donc montrer que U;+.2*Kkm1) = ÜUan+it- (+2) 


Par ailleurs, U:+. Z#K(n-1) = Ünt +7/*K(n) - Z'*Pn*K(n-1) 


S Une. z#km1) = Unt +z*km - Z'’XL(n) 
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Ainsi, Si Pa Un; < Un, z*km) +t < Pr*Unj+1, alors 
PA*{[ Un, - Z'XL(n-1)] < ÜUt-z#km1) < Pr*[Un+1 - Z'XL(n-1)] 


ed PLU z*L@0]< Unt-z*Kkm1) < Pa*{ Un +1: z'xL(n-1)] 


Ainsi, 1 k’ e N tel que ÜUt_z*km1) = Un+1k €t, 
k'={ft-Z'*K(n-1) - ( - Z'’*K(n-1) +2)] = [t - (+2)] 
Donc ÜU15-6+2 = Unt-z*k(m1) 

SU U.- Zi). 

Donc, ÜUn+1,2*ko +t-6+2 = Z'XL(n) + ÜUnsit-6+2 


Avec t’ = t-(j+2), nous obtenons : U;:17#Kkm +r = Z'*L(n) 
ga Ur 


Conclusion : 


Nous avons donc démontré par récurrence sur n € N* 
que : 


y n e NX, x (Z,t) e N°, si on note K(n) le produit { 


[IL Pi-1 }et L(n) le produit{ [1 Pi }, alors : 


i=1 


Ü,zxk(n-1) +t = Z*L(n-1) + U;+ 
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4.Propriété 4 
y n e NX, et avec les notations précédentes, 


K\n+K{(n-1) 
> Un, = Lie PR 42 


1 


K\n)+K{n-1) 


Afin de simplifier l'écriture notons  Y Un,i=s 


i=1 


Démonstration : 


K(n-1) K{(n) K\n\+K(n-1) 
= Ÿ Unit Ÿ  Un,i+ ÿ Un, i 
i=1 i=K\n-1}+1 i=K\n}+1 
K\n}+K{(n-1) K{(n) Kin+K(n-1) 
S= D  Un,li-Kin)+ D) Un,ir ÿ Uni 
i=K\n}+1 i=K n-1}+1 i=K\n)+1 
K\n+K(n-1) K\nl+K(n-1) 
re — SO Un,(i-Kin)+ Y  Un,i-KinxL(n-1) 
i=K\n}+1 i=K\n-1}+1 


K(n-—1) K(1) 
S = 2*S -[ > Un,i+> Un,i+Kin+L(n-1)cc 
i=1 1=1 


ni 1) K(n) 
= Ù  Un,ir) Un,i+Kin*L(n-1) 


1=1 1=1 


S = e Un, i+ > Un,i+K\nxL(n—1)-ù 


—K|in-1) i=-K(n) 


Or, par définition, ÜUni= - Uis 


Donc, 
K(n-1) K{n) 
S= D Un, >  Un,i+KinxL(n-1)-ù 
i=K|\n-1)-2 i=K\n)-2 


Or selon la propriété 3, U;z:km1 +t = Z*L(n-1) + Ut 
Ainsi, 


= Ln-1)* [K(n) + 3 + 3*(P:-1) +K(n-1) + 1 + 
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(P,-1)*(K(n)+1)] - LE Un > Un, jé 
S = L(n-1}* [K(n) + 3 + 3*(P.-1) +K(n-1) + 1 + 


+ K(n-1 


(P,-1)*(K(n)+1)] - [>  Un.i-Kinh L(n- 1j 


2*S = L(n-1)*{K(n-1) + 2*K(n) + 1 +(P:-1)*((Pr-1)*K(n- 


1) +1) +3 + 3*(P:-1)] 


2*S = L(n-1)*{K(n-1) + K(n-1)*(P:+1)*(P:-1) + 4*P,] 


2*S = L(n-1)*{[K(n-1) + K(n-1)*(P.° - 1) + 4*P,] 
2*S = L(n-1)*{[K(n-1)*P,? + 4*P,] 


Donc S = L(n)*f 2-14; 


Conclusion : 


Nous avons donc montré que # n e N*, et avec les 
notations précédentes, 


ss PnxK(n-—1) 


Un,i=L\n)*| &+2]è 


1 
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5.Propriété 5 


y n e N*, et avec les notations précédentes, 


Kin-1)-1 . 
Pnx Y Un, i=Line[ D ie11à 
i=0 


Démonstration : 


On a montré que * n e NX, et avec les notations 
précédentes, 


K\n+K{(n-1) …: 
D Un, i= L\ni( Pet RU Disox = S 
i=1 
K(n-—1) K{(n) 
æ S= ÿ Un,i+) Un,i+Kinx*L(n-1) 
i=1 = 1 
K(n-1) K(a) 
æ S=2*x D) Un,it Ÿÿ  Un,i+Kin+L(n-1) 
i=1 i=Kin-1}+1 
K\n) 
OrS = > Un,(ii+K(n-1)) 
i=1-K\n-1) 
K{n) 
se S—= D  Un,i+PnxK|\n-1}+xL(n-1) 
i=1-K{n-1) 
K{n-1) K(n-1) 
Donc PnxK\n-1}+Lin-1}=2*x Ÿ Un,i- Yÿ  Un,irKin*xL(n-1) 
I=1 i=1-K{(n-1) 
K(n-1) K(n-1) 
æ 2*x D Un,i- D, Un,i+Kin-1+L(n-1) 
i=1 i=1-K{(n-1) 
K{n-1) Kn-1)-1 
æ2*x ÿ Un,i= D, Un,(i+1)+Kin-1}+L(n-1) 
is] i=-K(n-1) 


Or, par définition, Uui= - Unis 


K(n-1) Kin-1) 
Donc 2* D Un,i= Y Un,i+Kin-1}+*L(n-1) 
i=1 i=-K\n-1}-3 


K{(n-1) 


e 2*+ > Un,i=L|n-1}+|K|n-1}+4| 
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K(n-1) _ 
= > Un, i=Lin-1[e 1) 


+2 à 
i=1 2 


Or selon la propriété 3, Uakm-1) = L(n-1) + P, 


K\n-—-1)-1 
Ainsi, D Uni Lin-14 Kit 


i=0 


= po tn roue, 


i=0 


111$ 


Conclusion : 


Nous avons donc montré que # n e N*, et avec les 
notations précédentes, 


Kin-1,-1 _ 
Pnx D Uni Lin D;41li 
i=0 


Kin-1)-1 


Nous noterons S’ = Pnx ÿ Uni 


i=0 
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IIT. Resultat final 


On remarque que, selon la propriété 3, 


Un k(n) + K(n-1) = Un,pnxkn-1) = L(n) + P, que l’on notera T par 
la suite. 


De plus ak — P,*[L(n-1) + 1] — PU k(n-1)-1 


Ainsi, nous venons de montrer que v n e N*, et avec les 
notations précédentes ainsi que celles énoncées en 
prérequis, 


Un,i=L\n)*| 


Kn+ K(n-1) PRE). 
2 


1 
Or cette somme est composée de 3 éléments distincts. 


Ces éléments sont : 


a(T) 
> > Pique nous noterons TL 


> S' =L(n [EU 


> La somme des U,; non premiers et non multiples 
de Pn que nous noterons S” 


+1] 


Or selon les notations de la première partie, la somme 
de tous les U,; non premiers et non multiples de Pn 


t T\j 
sont inclus dans la somme suivante : > Un,j> Un,k 
1=1 K=j 
Mais certains U,; sont présents plusieurs fois dans 
cette somme. 
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Il s’agit, toujours avec les notations du début, de la 
4 i-1 TS 

somme suivante :> Un,ixi} Un,s*ÿ Un,ri 
i=1 s=0 I=S 

Nous pouvons donc écrire que : 

t 
5 = > Un, 
Ainsi, 


S=S'+S"'+T 


sT=sS:5s 


Soit : 


K\n+K(n-—1) Kin—1)-1 t 


IT) 
D Pi= D Un,i-Pinx >,  Un,i-> [Uni 
i=0 


i=n+1 i=1 i=1 


*oèb 


t 


—Y (Un, i 


i=1 


K\n-1] 
2 


+1 


#66 


PnxK\n-1}, 
2 


2|- Line 


Ka, : xoÙ 


Lo: 


i=1 


Or selon les notations, K{(n)=][[Pi-1], Lin=-[[PrPiet 
=1 1 
a\T}=ni 
Pour finir, en remplaçant les notations, nous pouvons 
écrire : 
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*o bb 


: t 
II PRE — +173 (Un i 
i=1 


1 


Cela correspond au résultat final présenté au début. 


Maintenant que cette formule est démontrée, 
intéressons nous à son intérêt. 
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IV. Intérêt de la formule présentée 


> Dans un premier temps, il s’avère que, à ma 
connaissance, aucune formule n’existe encore 
permettant de donner la somme de nombres 
premiers sur un intervalle donné. En ce sens, cette 
formule est innovante. 


> Dans un second temps, On remarque que la suite 
U, pour un n donné est composée seulement de 
nombres premiers et de multiples d'éléments de 
cette suite. 


En prenant T pour limite, le nombre premier 
maximal à connaitre pour déterminer parfaitement 


T 
T est PU Plaxi}) 


Prenons un exemple : 
Sin = 4, P, = 7 alors 7T-217 donc\T=14,73 


Donc U4:= 13 
 - 

75° 19,72 

Donc Un = 19 


Ainsi, 
n[217] 


> PK 


k=5 
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2 
2101 +1]-X | U4,: #0è 


i=1 


a|217] 48 
se > Pr 210[ 1 —11x11+13+17+19)-13+13 
k=5 


217] 


æ D Pk=5250-660-169 


k=5 


Donc 
x217] 


ÿ Pk=4421 


k=5 


Résultat calculé manuellement et avéré correct. 
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V. Conclusion 


Cette formule apparemment novatrice, 
est intéressante dans le sens où 
quelque soit n € N\*, en connaissant les 
nombres premiers jusqu’à un certain 
nombre premier de rang r>n, on peut 
déterminer la somme des nombres 
premiers strictement supérieurs à n 
jusqu'à un nombre premier de rang 
R>r. 


Avec : 


R = x 
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